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1) Equation différentielle
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Un systeme est dit du deuxieme ordre quand il égfi par I'équation differentielle

suivante :
2
e(t 1 d“g(t 2 ds(t st
o x4 28 B g = kx|
Consigne W, dt wo\ dt X Variable
d’entrée /7‘ _— N I de sortie
Pulsation propre du Facteur Gain statique
systeme non amorti d’amortissement
Equation Fonction de Réponse a . .
transten Exemple unl eanae Identification Rapidité




1 dzs(t)+ 2z ds(t)

2) Fonction de transfert >
w, df w, dt

+5(1)= K x &(t)

Passons dans le domaine de Laplace en utilisarthioreme de la dérivation :

Nota : la fonction de transfert traduit I'évolution du syg@me depuis une
position d’equilibre donc les conditions initialesont nulles.

1 27
= — *xp° S(p) + —— xp S(p) + S(p) = K*E(p)
W, Wy

m) S(p)X 12xp2+£xp+1 = K xE(p)
W, W

S(p) K

Pulsation propre du Facteur
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systeme non amorti d’amortissement

Equation

Fonction de Réponse a . . [
différentielle Exemple unl eanae Identification Rapidite




3) Exemple L@ : u(t) 5/20
— LR 70000
circuit RLC Uy () L c—— | uo

[ R : résistance électrique (en Ohm)
L : inductance de la bobine (en Henry)

) C . capacité du condensateur (en Farad)
| g : charge du condensateur (en Coulomb)
. du(t
» Condensateur mp i(t) = d?]'ft) avec q(t) = Cxut) = I(t) = Cx dS:[()
di(t
% Bobine = U (t)=1Lx d(t )

% Résistance = Ug(t) = RxIi(t)

% Loi des maillesmp U, (t) = ug(t) +u (t)+ug(t) = u(t)+L. d(t) R.i(t)

_Eguatlpn FoncHoies Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un echelon >



6/20

. du(t) di(t) _ .
i(t) =Cx— u.(t) = u.(t)+L. + R.I(t
(t) + o(t) = Us(t) o (t)
d?u.(t) du.(t)
t) =u.(t)+L.C. > R.C.—
= Ug(t) = ug(t) + e &
(t) du (t)
ol L.C. U > t) = u.(t
2
De la forme : 12 X E Sgt) + 22 dS(t) + S(1) = K x g(t)
Wy dt Wy
avec %:LC £=RC K =1
Wy @ g

_Eguatlpn FoncHoies Exemple Reponse a Identification Rapidité
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2
4) Réponse a un échelon | - x vey , 2z el s(t) = K x &(t)

w,:  dt?  w, ot

Fonction d’'Heaviside

Prenons un échelon d’amplitude A= | (t) = AXu(t)4

Utilisons le théoreme de dérivation pour passer dda domaine de Laplace

On cherche I'évolution d’'un systeme depuis une gimsi d’equilibre
mm) |es conditions initiales sont nulles

On a donc : ‘12 ><p2 S(p) +%xp S(p) + Sp) = Kx%

Qo
= S(p)x| 5 xp? + L xp+1|= LA
KA
= | S(p) =
px xp°+ - xp+1

_Eguatlpn Foneieus Exemple ReE)onse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon
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1 2 27
pX SXpS+——xp+

Essayons de factoriser le denominatewssy calculons le discriminant
2

S(p) =

27 1 47° 4
A ="b’-4ac' =| —=| —-4x > x]1 = > >
Wy Wy Wy Wy y
_ 2
Nous avons trois cas d’'étude : =) A= @ 2X(Z 1)
0

(
> A>0 == z>1

Le systeme est dit « amortiou « hon oscillant ou « apériodigue

<>A=O—> z=1

Le systeme est dit « apériodique critigu®u « critique»

> A<0 = 7<1]

\ Le systeme est dit « oscillamtou « sous amortd ou « pseudopériodigue

_Eguatlpn Foneieus Exemple ReE)onse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon



4-1) Premier cas KA
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S(p) = . ;
Z
px[zxpz+xp+1] A= 4 x(zz—l)

On a deux poles réels : _22+\/ 4 x(zz—l) _ZZ+ 2 (52 4

> P

=

. —b+JA Wo \wg __ 95 9%
a)o a)O
plz—ccOX(z— 22—1)

. Z —
_b=VA @y |y 9% “j
- 2a - 1 - —7
2X—— 705

p, = —a)0><(z+\/z2 —1)

_Eguatl_on Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon >




4-1) Premier cas

KA

S(p) =
1
px[

zxp2+22><p+1 pn="2 ><(22—
w Wy &)02

0

10/20

1)

2

1

p, = —a)OX(z+\/zz—1)

D’ou la
factorisation
suivante :

KA

S(p) =

pxiz(p_ pl)x(p_ pz)

Wy

Equation Fonction de

différentielle transfert

Exemple Reponse a Identification
un échelon

Rapidité




KA

S(p) = Mettons g et p,
pxiz(p—pl)x(p—pz) en facteur : 1—£ X 1_£
Wy ” P,
= S(p) = —~ —£
p’[zxplp% B X[p— J]
a)o pl Y, p2
N
12><(—a;0)(z— 22—1)><(—a;0)(z+ 22—1)
Qg
2
o 2 aadF -] |22
5
KA
=) | S(p) =
px 1—£ X 1_L
P P>
diﬁgfear;[i?erllle F?rr;c:is?grtde Exemple Identification Rapidité




S(p) = A
deifier
P1 P

Posons : n=——e€r7,=——

Py P2

KA

S =
= | =P px(1+17, p) x(1+7, p)

Faisons une décomposition en elements simples :

S
p 1+np  1+7,p

12/20

Equation Fonction de Réponse a .
iy ) Exemple ) Identification
différentielle transfert un échelon

Rapidité




S(p) = A

13/20

s =2+ Ly Y

px(1+7, p) x(1+7, p) p 1+, p 1l+7,p

s(p) = 20+np)A+7, p) + BpL+7, p) + y P+ p)

px(1+7, p)x(1+7, p)

a + pX(ar1+ar2+,B+y)+ p2><(a'7172+,872+yr1)

Numérateur :

px(1+7, p)x(1+7, p)

a + p><(aq+ar2+,6’+y)+ p2><(ar1r2+,8r2+yr1) = KA

g

a=KA

A tar,+fB+y=0=[B+y = —a(r1+r2): —KA(Z’1+T2)
Kcrrlrz+,872+yr1 =0= fr,+tyr, =—anr, =-KAQT,

Equation Fonction de
différentielle transfert

Exemple Reponse a |dentification Rapidité
un échelon >



rfa =KA
< ,3+V:_KA(T1+T2)
L1, tyrn =-KALT,

@
@)

14/20

Faisons : sz@—@ =) V(TZ_T1) = KA(_C]_’Tz_TzZ"';fTZ)

=) | y=-KAX

T22

I,=0

L'équation @ donne alors :

B=-KA(r,+71,) + KAX

2
[y

I,—0

Equation Fonction de
différentielle transfert

Exemple Reponse a |dentification
un échelon

Rapidité




£

-K A(ry+7,) + K Ax

2
[y

I,=0

15/20

2
—\7, +7, )X\, —T
‘,BZKAX (1 2)(2 1)+KAX
r,— T, =
2
o ax HO AL Y
Ir=0
T 2
) ﬁ = K A X 1
Ir=0
Equation Fonction de Réponse a . . I
différentielle transfert Exemple Identification Rapidité




- ... a ﬁ 16/20
On a donc la décomposition S(p) = = + + y
en éléments simples suivante : p 1+ I P 1+ I, p
r 2 r 2
a=KA B=KAx 1 y=—-KAx 2
T, — T, s =l
1 P 1
P il =l
-bS(p):ﬁ\+KA>< 1 x ’Pil—KAx 2« 721
I,—0 D+ I,=0 D+ =
4] Iy
4 1 1 A
r [
=) | S(p) = KAx)= + —L x -—= X
P -0, i~ L0 4 &
P P
L I1 Iy )
ot ot
[ = [ —
m) ()= KAx<1+ —1 xe T -—2 xe 2,xu(t)
I,-0 I,-0
Equation Fonction de Réponse a . . [
différentielle ransfert Exemple Identification Rapidité




Représentation graphique de la réponse a un échelon

S(t) = KAx|1+ 1 xe 1 -

Ir—1;

Iy
Ir=1;

t
xe 2 |xu(t)

>

Nota: lim s(t) = K Ax(1+0-0)= K A ==

{5 o

En supposant K>1

Valeur finale

KA e d ot e

Sortie s(t)

Entrée e(t) = A.u(t)

Tangente horizontale

a l'origine !

Equation
différentielle

L’erreur statique n’est
nulle quesi K=1

17/20

Fon S Exemple Reponse a |dentification Rapidité
transfert un échelon




Influence du facteur d’'amortissement | e 1
In1 Caic it
z - 5 o , Transfer Fcn
Réponse_indicielléechelon de 1) K=2 oy=1radls
2« StepRe-s_poni-e —_ o

K A=2x1=2

i 1 R AR el A e P L R B B B RS B D S R B

I Tew
~ Valeur finale

_______________________________________________________________ sl

Si z diminue la courbe se redres

18/20

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse a Identification Rapidité
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Calcul de la tangente a l'origine e

. _
xe 1 ——2 xe 2 [xu(t)
Ip=0 Ip=0

S(t) = K Ax |1+

t i
=) S'(I) =KAx|0+ £ x(_ljefl_ ’2 x[ 1]erz

D’ou a l'origine (t = 0):

_Eguatl_on Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon >
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4-2) Deuxieme cas -

KA
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S(p) =
Zz =1 px 12xp2+£><p+

Systeme aperiodique critigue ou critigue

KA KA
=) S(p) = = 2
px[ 12 po +2x1xp+1] px[l-i-pj

C()O wo C()O
. | 1 1

On a un pole double :p;, = =&y posons: T, = — =
P2 @Wo

KA
= S(p) =

P X (1"' I p)2

1} A= 42x(

Equation Fonction de Réponse a .
iy ) Exemple ) Identification
différentielle transfert un échelon

Rapidité




K A 2/19

S —
(P p><(1+ [17 p)2

Décomposons en elements simplesS(p) = il + Fp*y 5
P (1"' 12 p)

fa = KA
) < ,B:—KAT122
On en déduit :
“nD+ +1+
S(p):KAX(i—le P 2%2 — KAx i_rlzxrlzp 121
P (1"' £V, p) P (1"' 15 p)

1 L1 1
= KAX| = - =
X[p e, pf 2 (e, p)zj

_Eguatlpn Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon
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_ KAX 1 7% 1 1 1% 1 1
= A2 - A2 2
P o P+ — (le)z £p+ 1 J
- Bk
_U Ulz lp)
Echelon 1 . L,
unitaire p+a (p+a)2
-L _t
D'oll dans le domaine tempore|s(t) = KAx|1-e "2 — T—Xte 12 Ixu(t)
12

_Eguatlpn Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon



Représentation graphigue
de la réponse indicielle Z

In

SE 4Ty o

Tran=sfer Fcn

K=2 wy=1rad/s

25

Step Responze

Dépassement (z<1)

H Amplitoice

Entrée én échelon unitaire

Pour z=1 iln'y a pas de dépassemenﬂ

/ Tangente horizontale

OO oo Rt v o T S e ot S e O D T S D T D St 0 3 S e o)

4/19
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4-3) TroisSieme Cas -

KA

5/19

S(p) =
p{lzxr)2+22><p+1 w2

Systeme oscillant ou sous-amorti ou pseudoperiogiqu

Mettons le dénominateur sous la forme ;

S(p) = -

px T x(p? + 2zw,xp + wy?)

W,

px((p+a)’ +a?)

KA,

) px(p° + 2ZwyXp+ a)oz)

KAw,

KAw,

CpX[(pFzwe)? + Wy - Pwy] | px[(ptzwe)? + Wy x (1 - 22)]

N
p* +2zw, + (ZC‘)O)2

Equation Fonction de Réponse a .
iy ) Exemple ) Identification
différentielle transfert un échelon

Rapidité




KAw,

S(p) = pX[(p"'E'T_oDZ _I_lwozx(i_ 22)]|
d

o
Faisons une décomposition en élements simples detliae :
a, bBpty
p (p+a)’+af

ax[(p+a) +a’] + Bp° +yp
—
px[(p+a)’ +af]

ap’+2apa+aga‘+acf + Lpc+yp
px[(p+a)’ + ']

_ax(a’+a?) + px(2aa+y) + pPx(a+p)
px[(p+a)’ +w’]

6/19

_Eguatlpn Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
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K Ay’

_ax(a’+aw’) + px(2aa+y) + p°x(a+pB)

px[(p+a)’+a?]

px[(p+a)’ +ar]

a=2Zay || af = %ZX(l—zz)

(zw,)* +w," x(1 = 2°) = 2200, +w,’ ~2Z20, =W,

J

(0 %

(@’ +&”)

a+f=0 = f=-qg = | [=-KA

=K Awym axul’ = K Awf’ = | a

=<{20a+)y=0=s y=-20a = |y=-2KAza,

7/19

KA

Equation
différentielle

Fonction de

transfert

Exemple Reponse a |dentification Rapidité
un échelon >
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S(p) = R A > =T+ ﬁp:y
pX[(P+zwy)* + wy' x(L-2°)] P (p+a)’+af
a=KA L=—-KA y=-2KAzx,
K A KAp+2KAzw
= S(p) = . 2 2 : 2
P (PtZwy) + wy X1 - 2°)
= K AX 1_ p+22a;0
P (pP+zwy)+ wy x(1-2°)
B 1 p+zw, ~ Zw,
P (p+zwe)+ wyPx(L-7%) (p+zwy)’+ wy’ x(L- 7%)

_Eguatlpn Foneieus Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon >
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p+zw,

ZW,

S(p) = KAX| = -

p (p+ za)o)2 + a)OZX(l— zz) _[(p+za)o)2 + a)02><(1— v

ﬁ

V4

A~ 2l Zw, : \/wozx(l— %)
o :%ZX(l—ZZ) \/“’02"(1—22) (P+2zwe)* + wo x(1- 2°)
1 p+a Z47 w
=) | S(p)=KAx|= - - X
P (pta)’+af rx1-22 (pta)’+ o
Equation Fonction de

différentielle transfert

Exemple Reponse a Identification
un échelon

Rapidité




S(p) = KAX|—-

1 p+a z w

p (p+a)’+a? [Ji-2 (p+a)’+a

d=2Gg a):\/a)OZX(l—zz) = Wyy1- Z°

Utilisons les resultats
suivants : _at ___ bta
e & xcoqat) N L[ 1(D)] (p+a)+ac?
& xsin(at)| A L1 0] = ——
(p+a)” +w’
D’ou au final :

10/19

1- 7°

S(t) = K Ax {1 — e 0! xcos(wm/l - 7 Xt) - L xeg xsin(wm/l - 7° Xt)]

Equation Fonction de Réponse a

différentielle {r— Exemple un échelon |dentification

Rapidité
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1- 72

S(t) = K A x {1 - g 20 xcos(a)m/l -7 Xt) - L xeg™ xsin(wm/l - 7 Xt)]

On peut « simplifier » cette éguation en faisant leasygement de variable suivant :

Sing = w/ - 7° COsQY = 2

S(t) = K AXx 1—— X CO

—Zwqt

== S(t) = KAX{l— =

1- 72

1 Z Xt) +@<S|n(a)o\/:><t)
X sin¢xcos(wo\/ﬁ><t) + Ccosp xsin(wo\/ﬁn)

Utilisons : | "sinaxcosb+cosaxsinb = sin@@a+hb)"

-

xsin(a)o\/ﬁm + ¢)

N

e

J

—Zwqt
m) | S(f) = KAX<1- -
1-2z
Equation Fonction de Exemple
différentielle transfert P

|

Réponse a .
E) Identification
un échelon

Rapidité
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Représentation graphigue Toad |
7 . = . 7 Z < 1 o Transter Feon e
de la réponse indicielle K=2 oy=1radls

T ] | (1} = 2
wo'\ll_ Z | A
.. h __ i _ Valeur finale
R | | | |

Si z diminue les oscillations augmentent
en nombre et en amplitude

Entrée en échelon unitaire

Tangente horizontale

7 a l'origine !
"'l 1|D 1L '7iD 2!5 a0
: Time (sec) )

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse a Identification Rapidité
différentielle transfert un échelon
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Récapitulatif

Step Response
G5 T

B T vy ey ) N e S

In el it

Transfer Fcn

e K=2 owy=1rad/s =

Valeur finale

S N

2 r—————"— i ——— - p——— ——- —— - ———————
e T

4
= 4 | i i i
= ; ' ' . . .
[=3 7 [ il ' i
/ i ' i i i
£ (] / j : : : :

LN L . IR, FOES—— SRR, R ——— "

s | | | |

- z=2 | s ;
/’ z=1 . Entrée en échelon unitaire

1 D e ——— —
"""" Tangente Norizontale | e e s S
a l'origine !
| | |

Titne (=ec)

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse a Identification Rapidité
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Cas particulier — 1
~ - Z : = Transter Fon R
Systeme non amorti K2 tyeradis

14/19

Step Response
From; Steppt. 1) Too Transfer Fon (pt. 1]

/YZH

T=— " =
TN i
[ R S— . TR o — e e
|$:Stset:;:anot‘.j?I) to Transfer Feri (pt. 1 Isgﬂ;:p:dpotd?) to Transfer Feri (pt. 19
i it Valeur méd| ne
== = o T N S
: 21 2”1
KA=2x1=2 /\ g 141-785=6,25= w —
;\ t=7,85s e
} Entre\ﬁ en eéhelon

I

kmi;tair

i systéme est un oscillateur « pur » de pulsatian) | A ————

o Si \/ IiD \/ 1i5 \/ 2iF.I 2; 30
Equation Fonction de Réponse a . . [
différentielle transfert Exemple Identification Rapidite




5) ldentification d’un deuxiéme ordre oscillant (z<1) 15/19

On peut déterminer les valeurs numeriques de ladban de transfert
d’'un deuxieme ordre a partir de sa réponse a un elcn :

A

. N +— 1¢" depassement

sortie

- = =Vvaleur finale

echelon d’entrée

t

_~Pseudo-periode
—J{Z T P4 77
[, =—==

2
D, = eV? 2 @1-7°

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse @ Identification Rapidité
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6) Rapidité: temps de réponse minima Zae |
Transfer Fon
K=2 wy=1rad/s L
. I | ! Step Response :
2206 z=0,7
z=08 |
5 5,2s
B

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse @ Identification Rapidité
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Influence de la diminution du facteur d'amortisseme
1.87 it Influence de &

1.6 E =30
1.4

1.2

0.51
0.5+
0.4 1

0.2 1

vl 0 e jdotec bt i

0 02 04 0B 08 1 12 14 15 18 2

_Eguatl_on FoncHoies Exemple Reponse @ Identification Rapidité
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Abaque des temps de réponse reduits

10

u

Temps de réponse réduity 59, X wy

! 1
-[ T T T T T | | T T T I T | = |

0.1 ~ 0.7 1 10
Coefficient d’amortissement &

Equation Fonction de

Réponse a _ _—
différentielle transfert Excibls un échelon laenunSSaEy Rl >
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