PSI ESPACES VECTORIELS PREHILBERTIENS REELS

Dans ce chapitre E est un espace vectoriel sur R, a priori de dimension quelconque.
Mais certains paragraphes ne sont valables qu’en dimension finie.

I- PRODUIT SCALAIRE

1) Définition et propriétés du produit scalaire

Soit une application < | >: EXE—R, (a,y) —<z|y >.

e On dit que < | > est une forme bilinéaire sur E lorsque c’est une application bilinéaire de E X E dans R.

cad VyeE, (x+—< x|y >) est une application linéaire sur E

def. 1 et VeeE, (y+——< x|y >) estune application linéaire sur E
e On dit que < | > est symétrique lorsque VY (z,y) €E, < x|y >=<yl|lz >
e On dit que < | > est définie positive lorsque Yz € E, < x|z >2>20 et ( <z|lr>=0 = z= OE)
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie positive sur E.

def. On note <z |y>, (zly), <z,y> (x,y), =z, @(x,y) enlre autres.

(E,< | >) s’appelle un espace vectoriel préhilbertien réel.
Lorsque E est de dimension finie, (E,< | >) s’appelle un espace vectoriel euclidien.

Une application < | >:FE x E — R est donc un produit scalaire lorsque :
a) V(zr,y) € E* <z|ly>=<y|z >
b) V(z,y,2) €E? VAER, <z|lyt+z>=A<z|ly>+<z|z>.
La linéarité par rapport a la premiére variable est alors obtenue gréice a la symétrie.
c) VxeE, <z|lxz>20 e <z|z>=0 = z=0zg.

Soit (E,< | >) un espace vectoriel préhilbertien réel. Onmnote : Yz e E: |jz||=+/< x|z >
Soient (z,y) € E* et (\pu) € R%

a) [z + pyl* = Nl + 22 < @ |y > +47lyl]*.

th.1| b) [fo+ylP=lzlP+2< |y >+yll* et [lo—yll?=]zl"-2< 2]y > +yll*

c) Identité du parallélogramme : ||z + y||? + ||z — y||* = 2(||2]|* + [|y][*).

1
d) Identité de polarisation : < x|y >= 3 (lz +yl1? = l|=|1® = |lyl|*) =

e) Théoreme de Pythagore : ||z +y|[* = [|z[|* + [ly||* <= < 2|y >=0.

(o +yll* = [l = yI*).

1 =

Soit (E,< | >) un espace vectoriel préhilbertien réel.
th.2| Inégalité de Cauchy - Schwarz : V(z,y) € ExXE, |< x|y >|<]||z|| ||yl

Cas d’égalité : | < x|y >|=||z|| ||y|]| si et seulement si z et y sont colinéaires.

Soit (E,< | >) un espace vectoriel préhilbertien réel.

L’application || || est une norme sur E appelée norme euclidienne associée & < | >.
Une norme vérifie les trois axiomes suivants :

th. 3 a) VzeE, ||lz]|>20 et |z]|=0 <= z=0g.

b) Homogénéité : Ve e E, VAXeR, |[|Az|=I\|lz|

c) Inégalité triangulaire : VY (z,y) € E%, ||z +y|| < ||z + ||y]]-

De plus ||z +y|| = ||z|| 4+ ||ly|]| sl et seulement si z et y sont colinéaires de méme sens.
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2) Exemples fondamentaux de produits scalaires

a) £E=R" muni du produit scalaire usuel : V(X,Y)€ E? < X|Y >= inyi

i=1
b) E = M,(R) muni du produit scalaire : V(A4,B) € E?, < A|B >=Tr(A"B).
Remarque : C’est aussi le produit scalaire usuel sur R(™)

b
c) E=C([a,b,R), a<b, et: Y(f,g)€E?* < flg >:/f(x)g(x)d:1:

b
d) E=R[X], a<b, et: VY(PQ)c<E? <P|Q>:/ P(2)Q(z) dz

e) L’espace vectoriel des fonctions continues de carré intégrable sur I, intervalle de R, non réduit & un point :
E=L*I,R)={fcC°I,R) /|f|* est intégrable sur I}
L’application : EXE —R, (f,g9) —< f|g >= /fg définit un produit scalaire sur E.
I

La norme associée, notée N, est la norme de la convergence en moyenne quadratique sur I.

3) En dimension finie : Expression d’une forme linéaire

Dans ce paragraphe, (F,< | >) est un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 1.

Soit f une forme linéaire sur F cad une application linéaire de E' dans R.

th. . .
Alors il existe un unique vecteur a de E tel que : Vaz € E, f(z)=<alx >
Démonstration :
a) Pour z€FE, ondéfinit 6:E—R, yr—<z|ly>.
Par linéarité a droite du produit scalaire, 0, appartient & L(E,R).
b) On considére alors 6 : F — L(E,R), z > §,. Montrons que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels :
e Prenons (z,2') € E> et A€R. Montrons que &(z+ Az') = 8(z) + Ad(z').
Vye B, §(z+X")(y) = durrar (y)
=<z+Xd |y >
=<z|y>+A< 2 |y > parlinéarité & gauche du produit scalaire
= 02(y) + Adar (y)
= 8(z)(y) + A(")(y)
= (8(z) + Ad(2"))(y)
Ceci prouve donc que Y (z,2') € E>, VYA €R, 6&(xz+Ax’)=0d(x)+A5(z') et donc que § est une application linéaire.
e Montrons que Ker(d) = {Og}. Soit z € E.
zeKer(d) <= 6, =0gEpr < VYeE, &Yy =0 VyeE, <z|y>=0
En particulier, pour y=2z, < x|z >=0 donc HxH2 =0 etainsi x=0g. Donc J est injective.
e De plus, dim(L(E,R))=dim(E)x dim(R) =dim(E). Donc § est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
c) Soit f une forme linéaire sur E. On a donc f € L(E,R). Par bijectivité de ¢ :
dlaeE /) f=6, ie TlaceE /VzeE, f(z)=d(z)=<alz >
Soient FE =R" muni du produit scalaire usuel et f une forme linéaire sur R".
Il existe donc un unique A= (a1,a2,...,a,) € R"  tel que
cor.

n
VX = (x1,22,...,2,) ER™,  f(z1,20,....2,) =< A| X >= inai.

i=1
Si A #Orn, Uhyperplan H =ZXerf a pour équation < A|X >=0. A est alors un vecteur othogonal & H.
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IT- ORTHOGONALITE

1) Familles orthogonales ou orthonormales

Soit (E,< | >) wun espace vectoriel préhilbertien réel et || || la norme euclidienne associée & < | >.

e Deuz vecteurs x et y sont orthogonauz lorsque < x|y >=0.

o Un vecteur x est normé ou unitaire lorsque  ||z|| = 1.

déf.
e Une famille (x;)icr de vecteurs de E est orthonormale (ou orthonormée)  lorsqu’elle est orthogonale
et tous ses vecteurs sont normés
o 1 st 1=3
2 . . — .. =
donc lorsque Y (i,7) € I7, < z; | x; >=0; { 0 sinon
Si (x;)ier est une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls de E
rop. ;
prop alors la famille ( i ) est orthonormale
il / ser
th Si 21, T, ...,y sont p vecteurs de £ non nuls et deux a deux orthogonaux
) alors ils forment une famille libre

2) Bases orthonormales (ou orthonormées)

Dans ce paragraphe, (F,< | >) est un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 1.

Soit B = (e1,ea,...,e,) une base orthonormale de E.

n n
Si T = inei et y= Zyiei sont deux vecteurs de F
i=1 i=1

T Y1
prop. 1 alors en notant X = , respectivement Y = :
Ln Yn
le vecteur colonne représentant (resp. y) dans la base B, on a

<x|y>:XTY:Z:ciyi et |lz||=vXTX =

o Une famille (x;)ic; de vecteurs de E est orthogonale lorsque ¥ (i,j) € I?, (i#j = < ;| z; >=0).

n n

2
Exi et ng <elx>.e
i=1 i=1

i=1
Soit u un endomorphisme de E, B = (ej,es,...,e,) une base orthonormale de E et A la matrice de u dans B.
prop. 2
Alors, en notant A = (a;)1<ij<n, ona Y (i,5) € [1,n]? aij =< e | ule;) >
th 1 Si €1, €2, ..., En  sont n vecteurs de E, unitaires et deux a deux orthogonaux
) alors ils forment une base de E
Démonstration :

Par hypothése, ces n vecteurs sont unitaires donc non nuls, et deux & deux orthogonaux.
D’aprés I1. 1) th., ces n vecteurs forment donc une famille libre de E.
FE étant de dimension n, ces n vecteurs forment une base de E.

Méthode d’orthonormalisation de Schmidt :

Si  (e1,ea,...,e,) est une base de F, il existe une base orthonormale (e1,€9,...,¢,) de E
telle que : Vke([1,n], Vect(er,ea,..., er) = Vect(er,ea,...,ex)

Tout espace vectoriel euclidien de dimension n > 1 admet une base orthonormale directe.

th.2
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3) Sous espaces vectoriels orthogonaux

Soit (E,< | >) un espace vectoriel préhilbertien réel et || || la norme euclidienne associée & < | >.

On dit que deux sous-espaces vectoriels de E, F' et G sont orthogonauz lorsque :

deéf. 1 VeeF, Vye@G, <aly>=0. Onnote F _LG.
e Si F' et G sont de dimensions finies et (fi);cf1,,) est une base de F' et  (g;)je[1,q une base de G
alors F1G <= V() €[l,p] x[Lq], < filg; >=0
prop.

e Si Iy, Fy, ... ,F, sont p sous-espaces vectoriels de £ deux & deux orthogonaux

alors la somme Fy @ Fo@--- @ F, est directe et s’appelle la somme directe orthogonale des F;

On dit que deuz sous-espaces vectoriels de E, F et G sont supplémentaires orthogonauz lorsque

déf. 2 FoG=F e FL1G.

On dispose alors de deux projections orthogonales et de deux symétries orthogonales.

4) Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Soit  (E,< | >) un espace vectoriel préhilbertien réel et || || la norme euclidienne associée & < | >.

On appelle orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de E [’ensemble

det. Fe=Ft={z€cFE/VyeF, <y|z>=0}

e F- est un sous-espace vectoriel de E.
° EL = {OE} et {OE}J‘ =F.

prop.1| ¢ pnpt ={0z}. Donc F @ F est une somme directe orthogonale.
Mais attention, cette somme ne vaut pas toujours FE.

e FC FYt. Mais il n’y a pas forcément égalité.

Démonstration :

a) Montrons que F L est un sous-espace vectoriel de F.
e 0p € F* puisque VYyeF, <yl|0g >=0.
e Montrons que F* est stable par combinaison linéaire.
Prenons (z,z') € (F")> e AeR. Onadonc VyeF, <ax|y>=<a'|y>=0. Donc

VyeF, <X+2|y>=A<z|y>+<z|y>=0

Donc Mz +x' € F- et F* est stable par combinaison linéaire.
e Conclusion : F* est un sous-espace vectoriel de E.

b) e Siun vecteur x est dans E™ alors il est orthogonal & tout vecteur de F donc en particulier a lui-méme.
Donc |[z|> =< z|z >=0 etdonc x=0g Donc FE*={0g}

eOna: VyeE, <y|0g>=0 donc VyecE, ye{0g} . Donc {0z} =E.

c) Si un vecteur x appartient & F'N F* alors il est dans F et orthogonal a tout vecteur de F' donc en particulier & lui-méme.
Donc  FNF* ={0g}.
1
d) Par définition de F** = (FJ‘) :

i
VeeF, YyeF:, <a|y>=0 donc VzekF xG(FL) . Donc FcC F

Si H est de dimension finie et  (hi, ha,...,hy) est une base de H

rop. 2
prop alors Hi={zeE/Yie[lLyp], <hi|z >=0}
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5) Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Dans ce paragraphe, E est un espace préhilbertien réel de dimension quelconque et
F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

a) Si F est un sous espace de dimension finie de E alors F®Ft=F et F=Ft
On peut donc définir pg la projection orthogonale sur F'.

th.1 »
b) Si (e1,€2,...,6p) est une base orthonormale de ¥ alors Vz € E, pp(x)= Z <egilz > ..
j=1
Distance a un sous-espace vectoriel : Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E et x € FE.
et {llx—yll / y€ F} est une partie de R, mnon vide (car F #0), et minorée par 0.
éf.
Elle admet donc une borne inférieure appelée distance de x a F et notée d(z,F).
d(z, F) = inf{||lz —yl| / y € F}
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finiede E et x € F.
On dispose de pg la projection orthogonale sur F, puisque F @ FL=F
th. 2
a) 3laeF /dx F)=|r—ad|| et a=pp(r). Deplus: d(z,F)=|lz—a|*=z|* ~]al?
b)  Inégalité de Bessel : ||pr(x)|| < ||z]]
Distance d’un vecteur & un hyperplan dans E = R" muni du produit scalaire usuel
et de la base canonique B = (e1,...,€p).
Soit a1, as,..., a,, n réels non tous nuls et H 'hyperplan de E d’équation dans B: a1x1 + - -+ anz, =0
th.3
- N jares + -+ anea
Soit M = Zciei = : un vecteur de E. Alors d(M,H) = et Gnn
: 2 2
i=1 c vai+---+a;
n
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IIT- ISOMETRIES VECTORIELLES OU AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX

Dans ce paragraphe, (E,< | >) est un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 1.

1) Définitions et propriétés

Soit w € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) wconserve lanorme: VzeE, ||u(x)|| =]zl
b) u conserve le produit scalaire :  V (z,y) € E?, < u(z) | u(y) >=< = |y >.
th. 1 ¢) L’image d’une base orthonormale par u est une base orthonormale .

Lorsque u vérifie I'une des ces assertions, u est bijective
et on dit que u est une isométrie vectorielle ou un automorphisme orthogonal.
On note O(FE) lensemble des isométries vectorielles.

La composée de deux isométries vectorielles est une isométrie vectorielle.
L’application linéaire réciproque d’une isométrie vectorielle est une isométrie vectorielle.
th. 2| Le déterminant d’une isométrie vectorielle vaut 1 ou —1.

L’ensemble {u € O(FE) / det(u) =1}  est appelé groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations,
et est noté SO(E) ou OL(E).

Soit w une isométrie vectorielle.
th.3| a) Si )\ est une valeur propre réelle de v alors A€ {1,—-1}. Donc Spr(u) C {-1,1}.
b) Les sous espaces vectoriels Ker(u —Idg) et Ker(u+ Idg) sont orthogonaux.

Soient u une isométrie vectorielle et F un sous espace vectoriel de F.
th.4| a) Si  F stable par v alors F est également stable par w.
b) Dans ce cas, les endomorphismes induits par u sur F et F L sont des isométries vectorielles.

2) Matrices orthogonales

Une matrice A € M, (R) est orthogonale lorsque A est inversible et A~ = AT
déf. | Cela équivaut & A X AT =1, ouencorea AT xA=1I,
On note  O,(R)  l’ensemble des matrices orthogonales.

Soit B = (ej,ea,...,e,) une base orthonormale de F fixée.

b Soit AeM,(R) et weLl(E) telque A= Mg(u).
th.1
Alors u est une isométrie vectorielle si et seulement si A est une matrice orthogonale.

C’est- a-dire : ue O(F) <= Ac0,[R)

Soit A € M, (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) A est orthogonale.

th. 2 b) AT est orthogonale.

c) Les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormale de M1 (R) pour le produit scalaire usuel.
d) Les vecteurs lignes de A forment une base orthonormale de My, (R)  pour le produit scalaire usuel.

e) A est la matrice de passage entre deux bases orthonomales de R™.

Le produit de deux matrices orthogonales est une matrice orthogonale.
L’inverse d’une matrice orthogonale est une matrice orthogonale.
th.3| e déterminant d'une matrice orthogonale vaut 1 ou —1.

SO, (R) ={A € O,(R) / det(A) =1} s’appelle le groupe spécial orthogonal.
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3) Symétries orthogonales

Soit F est un sous espace de E. Comme F, donc F, est de dimension finie, on sait que FE = F & F*.
La symétrie s par rapport a F parallélement & F* est appelée symétrie orthogonale par rapport a F.
La symétrie s’ par rapport F* parallélement a F est appelée symétrie orthogonale par rapport a F*.

Rappelons quesi z=y+z€ FOFL alors s(x)=y—2z et s (z)=—y+2z=—s(x).
prop. 1 ‘ Si s est une symétrie orthogonale alors se O(E).

Soit s une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan H.
s s’appelle la réflexion par rapport a H.
a a
W > m ol a est un vecteur non nul normal & H.
a a
Soit s” la symétrie orthogonale par rapport a la droite D =R.a ot a€ E—{0g}.
s’ s’appelle le retournement d’axe D.

Alors: s(z)=z—-2< z|

prop. 2

a a
—_ > —

Alors: §'(z) = —s(x) = —z+2< x| Tall al

IV - REDUCTION DES ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES

Dans ce paragraphe, (F,< | >) est un espace vectoriel euclidien de dimension finie n > 1.

1) Définition

, u € L(E) est un endomorphisme symétrique lorsque ¥ (x,y) € E*, < u(z) |y >=< = |u(y) >
déf. , . P
On notera  S(E) [Uensemble des endomorphismes symétriques.

Soit B est une base orthonormale de F et u € L(E).

th.1| Alors v € S(E) siet seulement si  Mp(u)  est symétrique
n(n+1)

On en déduit que S(E) est un sous-espace vectoriel de £(F) isomorphe & S,,(R).  Donc dim (S(F)) = 5

Soit « un endomorphisme symétrique de E.

e Si F est un sous espace vectoriel de E stable par u alors F* est également stable par u

th.2
et les endomorphismes induits par u sur F et F* sont symétriques.

e Si A et u sont deux valeurs propres distinctes de w alors ~ Ex(u) L E,(u).

Exemples : Les projecteurs orthogonaux et les symétries orthogonales sont des endomorphismes symétriques.

2) Théoréme spectral

Soit u un endomorphisme symétrique de ’espace vectoriel euclidien E. Alors

e Toute valeur propre de u est réelle.  x, est donc scindé dans R.

th. 1 e Les sous espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux.
e y est diagonalisable et admet une base orthonormée de vecteurs propres.
On dit que  « u est diagonalisable en base orthonormale ».
Traduction matricielle :
Soit A € S,(R). A est donc une matrice symétrique réelle.
th. 2

Alors  « A est orthodiagonalisable dans M,,(R) », c’est-a-dire : Il existe dans M,,(R),

D une matrice diagonale et P une matrice orthogonale telles que: A=P D P~' =P D PT
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3) Exemples fondamentaux

a)
b)

c)

d)

N —

Diagonaliser dans M3(R) la matrice A = ( Z )
2i 1 . s o . .
est une matrice symétrique de Mo (C) mais n’est pas diagonalisable.

La matrice A= < 1 0

Si A est une matrice de M,,(R) alors ATA et AAT  sont diagonalisables dans M., (R).

Soit A une matrice symétrique réelle de M, (R).

Elle est donc diagonalisable et on note Ay, Ao,... A,  ses valeurs réelles comptées avec leur ordre de multiplicité.
XTAX

On suppose : A1 <A <--- <\, etonnote D= XTx /X € M,1(R)—{0} ;.

Montrer que :  supD =max{); /1<i<n} =X et infD=min{)\; /1<i<n}=2A\,.

Soit A une matrice symétrique réelle de M, (R).
Elle est donc diagonalisable et on note A1, Aa,..., A\,  ses valeurs réelles comptées avec leur ordre de multiplicité.

On dit que A est positive lorsque Vi € [1,n], X; > 0.
i) Montrer que A est positive si et seulement si VX € R", XTAX > 0.

ii) On suppose que A est positive.
Montrer qu’il existe une matrice R de M,,(R) telle que A = R?.

iii) On suppose que A est positive.
Montrer qu’il existe une matrice M de M, (R) telle que A = M”* M.
Exprimer , pour X € M,,;(R), XTAX en fonction de M et X.
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