PSI POLYNOMES

K désigne R ou C.

I. STRUCTURE DE K[X]

1) Structure

L’ensemble des polyndmes a une indéterminée sur K est
K[X] = {ao+ a1 X +asX*+---4+a, X" /neN et (ag,...,a,) € K"}

deéf. (K[X],+,.) est un espace vectoriel sur K.  On définit aussi une multiplication dans K[X].
Elle vérifie : Y (P,Q) € K[X]?, (PxQ=0 = P=0 ou Q=0).
e Tout polynome non nul s’écrit P = Zaka on neN, (ag,...,a,) € K"t avec a, #0
k=0
an s’appelle le coefficient dominant de P et n est le degré de P.
Lorsque a, =1, on dit que le plynéme est unitaire.
e Par convention, le degré du polynéme nul est —oo.
prop.

eV (A,B) € K[X]?, deg(A+ B) < max(deg(A),deg(B)) avec égalitée si  deg(A) # deg(B).
V (A, B) € K[X]?, deg(A x B) = deg(A) + deg(B)

e Pour deN, KyX]={AecK[X]/ deg(A) <d} est un sous-espace vectoriel de K[X] de dimension d + 1
dont la base canonique est (1, X, X2,..., X%).

e Toute famille de polynémes de degrés échelonnés est une famille libre de K[X].

2) Division euclidienne

V(A,B) e K[X] x (K[X] - {0}), 3NQ,R)€K[X]?/ A=BQ+R et degR<degB.
th. A s’appelle le dividende, B le diviseur, @ le quotient et R le reste.
Trouver Q et R, c’est effectuer la division euclidienne de A par B.

Soient A et B deuz polynémes de K[X].
A est un diviseur de B (ou B est un multiple de A) lorsque  3Q € K[X] / B=AQ. On note A|B

déf. A divise B lorsque le reste de la division euclidienne de B par A est nul.

Etant donné 2 polynomes A et B, A | B e B | A siet seulement si A et B sont associés
c’est-a-dire si et seulement si  IN € K* / A= AB.

3) Formule de Taylor

pk)

k!(“) (X —a)*.

VneN, VPeK,[X], VaeK, PX)=)_
th. k=0
Pk (a)

Les TSI

pour k€ [[0,n], sont les coordonnées de P dans la base  ((X — a)k)ke[[o nl

IT- POLYNOMES ET RACINES

1) racines

Soit P un polynome de K[X] : IneN, I(ag,a1,...,a,) €K/ P= Zanj.
- 7=0
On appelle fonction polynéme associée a P lapplication P:K — K

déf. 1 n
r — Px)= Z a;x’
5=0

Dans la pratique, on se contente d’écrire P au lieu de P
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Soient P eK[X] et x9€K.
xo est une racine ou un zéro de P dans K < P(zo) =0

< (X—$0)|P
e FAEKX]/P=AX —a0)

déf. 2

Tout polynéme non nul de degré n € N admet au plus n racines distinctes.
th. 1| Donc si un polynéme de degré au plus n a n 4+ 1 racines ou davantage, c’est le polynéme nul,
c’est-a-dire que tous ses coefficients sont nuls.
Soient P eK[X]—{0}, acK et meN*
a est racine d'ordre m de P <= (X —a)™ divise P et (X —a)™"" ne divise pas P
th.2
— 3JQeKX]/P=X-a)"Q et Qa)#0
— Pl)=Pla)=---=P™Y@)=0 et P™(a)#0
Somme et produit des racines :
Soit P eK[X] telque n=degP>2: 3I(ag,an,...,a,) EK"xK* /P =) a;X".
i=0
th.3 On suppose de plus que P admet n racines x1, zg,..., 2, dans K: P =a,(X —z1)(X —x2) - (X — z,)
< An-1 - ao
ors le o et Hml (-1) o
=1 i=1
3) Polynémes irréductibles
Soit A eK[X] de degré supérieur a 1.
et YAeK*, M ’ A et A | A. AA et A1 sont des diviseurs non stricts de A.
éf.

A est dit irréductible lorsque A n’a pas de diviseur strict ie
ses seuls diviseurs sont les polynomes constants non nuls et les polynomes de la forme AA ou A € K*.

e Théoréme de d’Alembert :
Dans C[X], tout polynoéme non constant se décompose en un produit de polynomes de degré 1.
Donc les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont ceux de degré 1.

e Dans C[X], tout polynome de degré n € N* a exactement n racines dans C

th. (comptées avec leur ordre de multiplicité).

e Dans R[X], les polynomes irréductibles sont :
1) Les polynémes de degré 1
2) Les polynémes de degré 2 de discriminant strictement négatif.

IIT- FRACTIONS RATIONNELLES

1) Décomposition en éléments simples

A
Soit A un polyndme et B un polynéme non nul de K[X]. On note F = B
On suppose la fraction rationnelle F’ sous forme irréductible, c¢’est-a-dire simplifiée.
On suppose également que B s’écrit : B = (X —a1)(X —az) - (X —ay)
ou neN" et ay,as,...,a, sont des scalaires deux & deux distincts.

En posant la division euclidienne de A par B, on obtient :
A=BQ+R o (QR)eK[X]®> et degR< degB.

_BQ+R
=—5 =

Ak
X*(lk.

R n
Alors il existe (A1, Ag,...,A,) €K"”  telque: F Q+§:Q+Z
k=1

Q s’appelle la partie entiére de F' et cette décomposition est la décomposition en éléments simples de F'.

2) Calcul des )\
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