PSI SERIES NUMERIQUES

I. SERIES A TERMES QUELCONQUES DANS K =R OU C

1) Définitions

n
Soit  u= (up)nen une suite de K.  On définit S, = Zuk =ug+ur+ -+ up.
k=0
La suite de KN § = (Sn)nen  ainsi définie est appelée série de terme général uy,.

On la note (Zun) ou (Zun)n20 ou Zun

n=0

S, s’ appelle la somme partielle d’ordre n de la série (Z un)

a) Lorsque la suite  (Sp)n>0  converge vers S € K, on dit que la série (Zun)

¢) Etudier la nature de la série , c’est étudier sa convergence ou sa divergence.

Remarques : e Une série est donc une suite numeérique.

e Si la suite n’est définie qu’a partir d’un certain rang Ny alors on définit la série (Z un)n> No

est convergente de somme S.

déf. 0 oo
On note alors Z Uy = Z u, = 5.
n=0 n=0
“+o0o
Dans ce cas, on définit, pourne N, R,=85-S5,= Z U, .
k=n+1
+oo
R, s’appelle le reste d’ordre n de la série, lim R,=0 e VneN, Zuk =S, + R,
n—+o0o P

b) Lorsque la suite (S, )n>0 ne converge pas, on dit que la série (Zun) est divergente.

e On utilise la notation (Zun) quand on évoque la nature de la série et

“+o00
on réserve E u, pour la somme de la série.
n=0

e [’ensemble des séries est un espace vectoriel sur K :

La série )\( Z un)n>0 + u( Z U")n>0 est la série de terme général  Au, + pvy,.

Condition nécessaire de convergence :
Si la série de terme général u,, est convergente alors la suite (u,) tend vers 0.
th. Attention : La réciproque de ce théoréme est fausse.

Contre exemple : la série harmonique de terme général —
n

Démonstration :
n n—1
VneN, §,— n,lzg uk—g U = Up,
k=0 k=0
Si la série de terme général u,, converge, alors la suite  (Sp)n>0 converge vers S €K

Iim uw,=5-5=0

n—4oo
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Si (uy,) ne tend pas vers 0, on dit que la série de terme général u,, diverge grossiérement.

et donc



2) Opérations sur les séries

a) Si (Zun) et (Zvn) convergent et si A € K, alors:

400 400 “+o0
la série (Z(un + vn)) converge et Z(un +o,) = Z Uy, + Z Un,
n=0 n=0 n=0
—+o0 +oo
la série (Z(Aun)) converge et Z()\un) = Z Up
prop.1 L’ensemble des séries convergentes a coefﬁcigntos dans K, eTsLt %onc un espace vectoriel sur K.

L’application, qui & une série convergente associe sa somme, est donc linéaire.

b) Si (Zun) converge et (ZU") diverge alors (Z(un+vn)) diverge.
c) Si AeK* alors les séries (Zun) et (Z(Aun)) ont méme nature.

d) Les séries (Z un)n>0 et (Z un)n>n0 ont méme nature.
Soit (uy,) une suite complexe.

(Zun) converge <= (ZRe (un)) et (Zlm (un)) convergent.

+oo +o00 +o0o
Dans ce cas, Z Uy = Z Re (up) +1 Z Im (uy,).
n=0 n=0 n=0

prop. 2

3) Exemples fondamentaux

a) La série harmonique

1
La série harmonique est la série de terme général — : Elle diverge.
n

n
Résultat classique mais pas au programme : Z — ~Inn
k=1

b) Seéries géométriques : 2z est un complexe.

La série (Z z")  converge si et seulement si |z| < 1.

400 +o0 400
prop. 1 e
Dans ce cas, g 2" = et R, = g 2k =t g 2k =
1—2z 1—2z
n=0 k=n-+1 k=0

c) Utilisation de la formule de Taylor avec reste intégral

+oo
2 z
VzeC, e _Zﬁ
n=0
too 2p +oo 2pt1
T T
rop. | Vz €R, cosxz = —1)? et  sing = —1)P
prop pz;;( )(2p)! 1;0( )(2p+1)!
too 2p +00  optil
Vo eR, cha::z x et shx = T '
= (2p)! = (2p+1)!

d) Séries téléscopiques

prop. ‘ La suite  (un)nen  converge si et seulement si la série (Z(UH-H —uy,))  converge.
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4) Développement décimal d’un nombre réel

Soit x un réel positif.

On appelle développement décimal de x toute suite d’entiers naturels (dp)neny  telle que :

deéf. 1 +oo
dy€Z et YneN, d,e[0,9] et z=>» d,107"
n=0

On écrit alors :  x =dy,didy---dy -+

déf.2| Un réel x est un nombre décimal lorsque :  Ip€Z, IneN /x= 1](;”

Tout réel positif non décimal admet un développement décimal unique.

Tout nombre décimal positif x admet exactement deux développement décimauz de la forme :

prop. T = d()7 didy - --d,0000----- et = do, dido -+ dp—1€,9999------
avec d,#0, 0<e, <8 et e,=d,—1
Ezemple :  2,45370000--- - - - = 2,45369999 - - - - ..

IT- SERIES A TERMES REELS POSITIFS

1) Préliminaire

Soit (Z un) une série a termes positifs.  Alors la suite (S, )nen  est croissante.
th. | Donc : (Zun) converge <= (S,)nen est majorée.
Lorsque (Z un) diverge, ngrfoo S, = 400
Démonstration :

VHEN, Sn+1_5n:un+1 =0

Donc la suite  (Sp)nen  est croissante.
Donc ou bien elle est majorée et converge, ou bien elle a pour limite 4-co.

2) Comparaison des séries a termes réels positifs

Dans ce paragraphe, toutes les séries sont & termes réels positifs.

a) Soient (un)n et (v,), deux suites positives telles que Ing € N / Vn > ng,
e Si ( Z vn) converge alors ( Z un) converge.
e Si ( Z un) diverge alors ( Z vn) diverge.

b) Soient (un), et (v,), deux suites positives telles que u, = O(vy).

Z v,) converge alors ( Z u,)  converge.

Z un) diverge alors ( Z vn) diverge.

c) Soient (un)n et (vn)n deux suites positives telles que  (uy) = o(vy,).

0 < up < vy

prop. e Si

Z vn) converge alors (Z un) converge .

Z un) diverge alors ( Z vn) diverge.
d) Soient (un)n et (vn)n deux suites positives telles que  u, ~ v,.
Alors ( Z vn) et ( Z un) ont méme nature.
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3) Critére de D’Alembert

. . . s . Un+1
Soient  (u,), une suite strictement positive telle que lim —
n—-+oo U,

=0 on (€0,+0d).

th. Si (<1 alors la série (Zun) converge.

Si {¢>1 alors lasérie (z un) diverge grossiérement.
Si ¢=1 alors on ne peut rien conclure.

Démonstration :
* Cas 0<{l<1: Ilexistealorsatelque {£<a<1

Un+41 Un+1

Comme lim =/{<a, ilexisteunrang no €N tel que: Vn > no, <a

n—+oco  Up Un
Comme VneN, u, >0, tUnt1 <aup.

n—n, . —n n
QUng l& un <a "un, a”.

Par récurrence, on montre alors que : Vn > ng, un,<a
constante

La série géométrique ( E a") converge puisque |a] <1 donc par théoréme de comparaison sur les séries a termes

positifs, on en déduit que (Z un) converge.

x* Cas 1<l < 4oo: Ilexiste alors a tel que £ >a>1

N . . u 1
De méme, il existe un rang no € N tel que: Vn > no, nt >a. Comme VnéeN, u, >0, Unt1 > aun.
n
Par récurrence, on montre alors que : Vn > mno, U 2 a" "Cup,.
Comme a>1, lim a" " =400 etdonc, comme u,, >0, lim wu, =400
n—-+oo n——+oo

Ainsi la série ( E un) diverge grossiérement.

* Cas £=1":

L. 1 1 L. . . Up+1
Les séries (Z E) et (Z ﬁ) vérifient toutes deux : nll)rfoo w. T 1.

La premiére diverge tandis que l'autre converge.

4) Comparaison Série-Intégrale

Soit  f :[0,+00o[— R4, continue ou continue par morceaux sur R, positive et décroissante.
n
On définit la suite Vn>1, w,= / f)dt — f(n). Alors :
n—1

th.1 o La série (Z wn) est convergente.

“+o0
e La série (Z f(n)) converge si et seulement si I'intégrale / f(t) dt  converge.
0

1
th.2| Séries de Riemann Pour a € R, la série (Z —a) converge si et seulement si > 1.
n

cor. | Régle du n® pour une série & termes strictement positifs
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ITI - SERIES ALTERNEES

Dans ce paragraphe, on considére des séries & termes réels.

1) Définition

On dit que la série (Zun) est alternée lorsque

def. <Vn eN, u,= (—1)"|un> ou <Vn eN, u,= (—1)"+1|un>
En d’autres termes, deux termes consécutifs sont de signes opposés.
2) Théorémes
Théoréme (ou critére) spécial des séries alternées : TSSA
(Zun) est une série alternée
th.1| .
Si ngrfoo |un] =0 alors (Zun) est convergente.
(Jun|)nen est décroissante
Séries alternées : majoration du reste
On suppose la série (Zun) vérifie les hypothéses du TSSA.
On note S la somme de la série, et S, et R,, respectivement les sommes partielles et restes d’ordre n. Alors
th.2 e Le réel S est compris entre deux sommes partielles consécutives.
e Le réel S est du signe de ug et |S| < |uo|-
o0
eVneN, R,=5-5,= Z ug  est du signe de up+1 et |Rp| < |unt1]
k=n-+1
Remarque : Il se peut que la série ne vérifie les hypothéses du TSSA qu’ & partir d’un certain rang nyg.

(Z un) converge de toute fagon, mais le résultat précédent ne s’applique qu’a la série ( Z un)
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IV - ABSOLUE CONVERGENCE

1) Généralités
déf. ‘ On dit que la série numérique (Zun) est absolument convergente lorsque la série (Z \un|) converge.

Si la série (Zun) est absolument convergente alors elle est convergente.

oo oo
D tn| <) lunl
n=0 n=0

—_1)n
La réciproque est fausse :  Exemple : (Z u)

th. Dans ce cas , on a alors :

n
Démonstration :
x* Casl: VneN, wu,€eR
VneN, —|un| <up<lup| donc VneN, 0<up+ |un| < 20un|

Or par hypothése  ( Z |un|)  converge, donc grace au th de comparaison sur les séries a termes positifs,  ( Z(un+|un|))
converge.

Ona VnéeN, u,=(un+|un|) —|un|. Donc, en tant que somme de séries convergentes, (Zun) converge.

x* Cas2: VneN, u,eC
Alors VneN, |Re (un)| <lun| et [Im (un)| < |unl.

Or par hypothése (Z lun|)  converge, donc grace au th de comparaison, (Z Re (un)) et (Z Im (un))
sont absolument convergentes et réelles, donc convergentes d’aprés le Cas 1.
Ona VnéeN, wu,=Re(un)+i Im (u,). Donc, en tant que somme de séries convergentes, (Z un) converge.

* Dans les deux cas :

n
D> uk
k=0

3

oo
E Un

n=0

vn €N, < |ug]. Donc en passant a la limite :

k=0

oo
<3l
n=0

2) Conséquences

e Tous les théorémes de comparaison peuvent s’appliquer aux séries  ( E lun|) et ( g [Un]).
Ils permettent éventuellement de conclure a ’absolue convergence des séries concernées.

e Régle de D’Alembert pour la convergence absolue :

Un+1
Un,

Soient (uy,) une suite de K*. On suppose que lim
n—+oo

={¢ ou {€][0,+o0].

x si £ < 1, la série de terme général u,, est absolument convergente.
x s1 ¢ > 1, la série de terme général u,, diverge grossiérement.
* si £ =1, on ne peut rien dire.

3) Produit de Cauchy de deux séries

A partir de deux suites numériques  (up)nen €t (Un)nen , on définit une nouvelle suite  (wy)peny  ainsi:

n n
Vn e N7 Wy = UQUp + U1Vp—1 + - + Up_10V1 + UpVy = Zukvn—k = Zun—kvk
k=0 k=0
La suite (wy), s’appelle la suite produit de Cauchy des suites  (un)n et (vp)n.

La série (Z wy)n  S’appelle la série produit de Cauchy des séries (Z Up)n €t (Z U )n-

Si les séries (Z un)n et (Z vn)n sont absolument convergentes

+o0 +oo +oo
alors ( E wn)n est absolument convergente et E wy, = E Up X E U
n=0 n=0 n=0

th.
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