PSI SUITES NUMERIQUES

I- PROPRIETES DE R

th.

1) Bornes supérieures et inférieures

Soit A une partie de R et m et M deux réels.

e On dit que m minore A ou que A est minorée par m lorsque Vax € A, m < .
On dit que M majore A ou que A est majorée par M lorsque Vzx e A, =< M.

e On dit que m est un plus petit élément de A (ou un élément minimum de A) lorsque m € A et m minore A.
S’il existe , il y a unicité du plus petit élément et on le note  min A.
On dit que M est un plus grand élément de A (ou un élément maximum de A) lorsque M € A et M majore A.
S’ existe , il y a unicité du plus grand élément et on le note max A.

e Le plus petit élément, s’il existe, de I’ensemble des majorants de A est appelé borne supérieure de A et noté sup A.
Le plus grand élément, s’il existe, de ’ensemble des minorants de A est appelé borne inférieure de A et noté inf A.

e A est bornée lorsque A est majorée et minorée ie Ik € R /Vwc A, |z <k.

Théoréme de la borne supérieure
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.
Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure.

2) Partie entiére

e Pour tout réel z il existe un unique entier p de Z tel que p <z < (p+1).
Cet entier s’appelle partie entiére de = et se note E(z) ou |z].
Par définition, |x] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.

eOna: VzeR, |z|=2 <<= z€Z
VeeR, |z]<z<|z]+1 e z-1<]|z]<z

3) Valeur absolue

On appelle valeur absolue du réel x et on note |x| le réel max{—z,z}.

déf. Si x20 alors |z|=2 e s x<0 alors |z|=—x
VeeR, |z/20 e —|z|<z<]|z]. et VeeR, |z/=0 <= z=0.
Va>0, VzeR, |z/|<a <= —a<z<a
prop.
V(z,y) €R? oyl = |zlly] et V(z,y) € R xR*, :1::||x||
Y
V(oy) €% [yl <lol+lyl et lal = lyl| <l —y

4) Intervalles

Les intervalles de R sont les ensembles suivants : pour (a,b) dans R? tel que a < b :
la,b[, [a,b[, Ja,b], [a,b], ]—o0,a], ]—o0,al, [a,+oc[, Ja,+oo], @ et R =]-—o0,+00].

Un segment est de la forme : [a,b] pour (a,b) € R* .

Une partie X de R est un intervalle si et seulement si  V(a,b) € X, [a,b0] C X
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IT- PROPRIETES DES SUITES REELLES

1) Suites bornées
o Une suite réelle (un)nen est dite majorée (minorée) lorsque : Ik € R /VneN, wu, <k (k< up).

Pour que la suite soit majorée (resp. minorée), il suffit qu’elle le soit & partir d’un certain rang.

o | Une suite réelle (up)nen est dite bornée lorsque : IM eR, /VneN,  |u,| < M.

2) Suites convergentes

Soient  (up)neny  une suite réelle et £ € R.
On dit que (un)nen converge vers £ ou admet pour limite £ lorsque
déf.
Ve>0, INgeN/Vn>=Ny, J|u,—/{ <e.

On dit que (up)nen converge lorsqu’elle admet une limite finie £. Sinon elle diverge.

Propriétés usuelles :

e Une suite admet au plus une limite finie.

e Une suite convergente est bornée.

o lim up,=¢ <<= lim (up —¥) =0 <= lim |u,—¥¢ =0

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

e Toutes les opérations sur les limites. En particulier :

Si (un)nen converge vers £ >a alors INg €N /Vn>= Ny, up,>a.

Si (un)nen est bornée et si (v, )nen converge vers 0 alors  (u,v,)nen converge vers 0.

e Les théorémes liés & la relation d’ordre < de R : Tous les théorémes d’encadrement.

4) Suites tendant vers +00 ou —oo

Soit (un)nen une suite réelle.

g

3
NNV

N

déf. | (un)nen tend vers 400 lorsque YA >0, INygeN /Vn > Ny,
=

‘ (un)nen tend vers —oo lorsque VA >0, INyeN /Vn= Ny,

<
3

Propriétés usuelles :

e Une suite tendant vers +o0o ou —oo n’est pas bornée donc elle diverge.
Mais la réciproque est fausse. Ex: VneN, wu,=(-1)"

+oo
e Toutes les opérations sur les limites.  Attention aux formes indéterminées : (+00) 4+ (—00), 0 x (Fo0), Too
00

5) Suites monotones

Une suite croissante converge a la condition nécessaire et suffisante qu’elle soit majorée.

Si elle n’est pas majorée, elle diverge vers +oc.

th.1
Une suite décroissante converge a la condition nécessaire et suffisante qu’elle soit minorée.

Si elle n’est pas minorée, elle diverge vers —oo.

Soient  (up)nen € (Un)nen  deux suites réelles.

(Un)nen  est croissante

déf. S
On dit qu’elles sont adjacentes lorsque (Un)new  est décroissante
ngriloo(vn B Un) =0
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b Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite /.

th.2
Deplus VneN, wu,<l<v, et VY(pqg) €N’ w,<l<u,.
6) Suites extraites

def. On appelle suite extraite ou sous suite de la suite (un)nen toute suite (Up(n))nen
ol @ est une application strictement croissante de N dans N.

Propriétés
e Si (up)nen & une limite, finie ou infinie, alors toute suite extraite de (uy,)nen @ la méme limite.

e Si les suites (u2n)nen et (U2n+1)nen ont la méme limite finie ou infinie £ alors (uy,)nen & pour limite .

IT1- SUITES REELLES RECURRENTES

1) Suites arithmético-géométriques

ug € R

On se donne (a,b) € R x R et on considére la suite réelle définie par : { VneN, uns = au, +b

a) Si a=1, on aune suite arithmétique: Vn €N, wupi1 =u,+b donc VnéeN, wu,=uy+nb.
b) Si b=0, on aune suite géométique : Vn €N, wu,y1 =au, donc VneN, wu,=uya"
c)Si a#1 et b#0, on aune suite arithméticogéométique

Le réel ¢ vérifie al +b="~¢.

:l—a

Donc VneN, wupy1—0=(au, +b) — (el +b) =a(u, —¥¢). Donc VneN, wu,—¥{=(uy—~).a".

2) Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 a coefficients CONSTANTS
(UO, ul) € R?
Vn e N7 Unp+4+2 = AUn 1 + bun

On se donne (a,b) € R x R* et considére la suite réelle définie par : {
L’équation caractéristique est  (¥) 22 —az—b=0

a) Si () admet 2 racines réelles distinctes z; et zp alors , 3(a,pB) €R? /VneEN, wu, = az} + B2
« et [ étant déterminés en fonction de ug et u.

L’ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récurrence est donc un espace vectoriel de dimension 2
dont une base est formée des deux suites :  ((27)nen, (25 )nen)

b) Si (%) admet 1 racine réelle double zg alors 3 (a,3) €R? /Vn €N, wu, = az] + fnzy.
a et B étant déterminés en fonction de ug et wuy.
L’ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récurrence est donc un espace vectoriel de dimension 2

dont une base est est formée des deux suites :  ((2( )nen, (N2 )nen)

c) Si (%) admet 2 racines complexes non réelles, donc conjuguées, z; =pe'? et 2y =7 =pe ~1?
oun peRL et 0cR—-{kr /kelZ}
alors  J(a,) €R* /VneN, u,=aRe (p"e ine) +BIm (p"e i"9) = ap” cos(nb) + Bp" sin(nh).
« et [ étant déterminés en fonction de ug et u;.

L’ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récurrence est donc un espace vectoriel de dimension 2
dont une base est est formée des deux suites :  ((p" cos(nf))nen, (p" sin(nd))nen)

IV- _COMPARAISON DE SUITES

On obtient des équivalents de suites & 'aide de développements limités.

Soient « et 8 deux réels strictement positifs et k dans |1, +ool.
th.1
Alors : (Inn)® =o(n?), n” =o(k"), k" =o(n!)
th.2| Formule de Stirling (& savoir) : nl~n" e ™™ V2mn

Suites numériques page 3 sur 4



V . _EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

1) Définitions

Une suite (un)nen @ valeurs dans C est une application de N dans C.

def. 1| On note S(C) l'ensemble des suites & valeurs dans C.

Comme pour les suites réelles, on définit la somme et le produit de deuz suites complexes.
déf.2‘ Une suite (un)nen  de S(C) est dite bornée lorsque : IM € Ry /VneN, |u,| <M.

Soit  u= (up)nen une suite de S(C).  On définit alors
déf. 3| les parties réelle et imaginaire de w :  VYn €N, (Re (u)), =Re (u,) et (Im (u)), =Im (uy)

le module et la suite conjuguée de u, |u| et@ : VneN, |ul,=|u,| et (W), ="1u,.

2) Suites convergentes

Soient  (un)neny € S(C) et LeC.
déf. | On dit que (un)nen converge vers £ ou admet pour limite £ lorsque Ve >0, INyeN /Vn>= Ny, |u,—4<e¢

On dit que (un)nen converge lorsqu’elle admet une limite finie ¢, sinon elle diverge.

Propriétés usuelles :

e Une suite admet au plus une limite finie.
e Une suite convergente est convergente est bornée.

e lim u,=¢ < lim (u, —¥¢) =0 <= lim |u,—¥¢ =0.
n—+oo n—+400 n—-+00

e Les opérations sur les limites, somme, produit , quotient (quand c’est possible) sont encore valables.
Par exemple : Pour a € C, (a")pen» converge vers 0 <= |a| < 1.

e Ce qui concerne les suites extraites est encore valable.
Mais ce qui concerne les limites +co ou les inégalités n’a plus de sens dans C.

3) Utilisation des suites réelles

Soit (un)nen une suite complexe. Notons z =Re (u) et y=Im (u).
th.1| Soit £€C telque (3 =Re (f) et [l =1Im (¥).

(Un)nen ——— € = (Tp)nen ——— 01 et (Yo)nen ——— Lo
n—+o0o n—-+4oo

n—+oo
Démonstration :
e Supposons que lim wu, =¢. Alors lim |u, — ¢ =0.
n—-+oo n——+oo
Or, VneN, 0<|z,—0]|=|Re (un—20)| < |un—1.
Donc, par th. d’encadrement : lim |z, —£¢1| =0, et ainsi, lim x, =/;.
n—+4oo n—-+oo
On montre de méme que lim gy, = /s.
n—-+oo
e Supposons que lim z, =401 et lim gy, = {s.
n——+oo n—+o00
Alors, par opérations sur les limites, lim u, = lim (znp+iyn)= lm z,+1 lim y, =401 +ils =¢.
n—-+oo n——+oo n—-+oo n—-+oo

Soient  (un)neny  une suite complexe et (r,6) € C2.

th. 9 Soient (rn)nen et (0n)neny deux suites réelles telles que : VneN, wu,=r,e 0
‘ Si  (rn)nen ——r et (O,)pen —— 0 alors (Un)ney ——> e 10,
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Démonstration :
VneN, u, =rp(cosb, +1isinb,) =r, cosb, +ir,sinb,.
Alors, par opérations sur les limites et propriétés des fonctions sinus et cosinus, nginoo Un =1rcosh +irsinf =re i6.
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